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Matematyka 1. Wielomiany
poziom spokojny TEORIA

Jednomianem nazywamy funkcj¢ okreslong dla x € R , zapisang w ponizszej postaci.
y(x) =a-x"

e Liczb¢ a € R nazywamy wspélczynnikiem jednomianu.

e JesSlia # 0, to liczbe n € N nazywamy stopniem jednomianu.

e Jezeli n =0, to otrzymujemy jednomian y = a-x° Musimy jednak pamiegtaé,
ze dzialanie 0° jest nieokre$lone; dlatego jednomian y = ax® nie moze mieé jako
dziedziny catego zbioru liczb rzeczywistych R. Przyjmijmy wigc dla n = 0, w miejsce
jednomianu stopnia zero, funkcje stata y(x) = a okreslong dla kazdego x € R.

e Nie okreslamy stopnia jednomianu y = 0 - x", czyli funkcji statej y = 0.

Dwumianem nazywamy sume¢ dwoch jednomiandéw réznych stopni. Podobnie, tréjmianem
nazywamy sume trzech jednomianow réznych stopni. Ogolnie wielomianem nazywamy sume

jednomianow, a stopniem calego wielomianu jest najwyzszy stopien wystepujacego w nim

jednomianu.

Przyktady:
e y=x3+3x jest dwumianem trzeciego stopnia,
o y=2x*-5 jest dwumianem czwartego stopnia,
e y=4x°+3x2-1 jest trojmianem szostego stopnia.

Wielomiany zapisujemy w sposob uporzadkowany, czyli zapisujagc sume zaczynamy z lewej
strony od jednomianu najwyzszego stopnia, a dalej konsekwentnie zapisujemy jednomiany

nizszych stopni, az do jednomianu najnizszego stopnia po prawej stronie.
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Zbierzmy te informacje w jedng definicje.
Funkcje okres$long dla x € R i wyrazong wzorem
Wkx)=a, x"+ap_q-x" 1+ ... +a,-xt + a,

gdzie a, # 0in € N, nazywamy wielomianem stopnia n.

e Wyrazeniem st(W) = n oznaczamy stopien wielomianu W.
e Funkcja stale rowna zero, czyli W(x) = 0 jest wielomianem zerowym.
e Liczby a,, a,_1,...,a; Nazywamy wspotczynnikami wielomianu.

e Wspotczynnik a, nazywamy wyrazem wolnym.

Suma wielomianéw tez jest wielomianem. Otrzymuje si¢ ja grupujac wystgpujace w

dodawanych wielomianach jednomiany tego samego stopnia.

Twierdzenie:
Jesli wielomiany U, W i U + W sg niezerowe oraz st(U) < st(W), to
st(U+ W) < st(W).

Przyktad: dodajemy dwa wielomiany P i Q:
P(x) = x® —x>—3x*+2x3 - 5x +3
Q(x) = —x% + 3x> + 5x* — 2x3 — 3x — 11
Sa to wielomiany stopni st(P) = 6 i st(Q) = 6.
Suma tych wielomianow:
R(x)=P(x)+Qx) =
=x%—x%—x5+3x5 —3x* +5x* +2x3 —2x3 —5x —3x +3 - 11 =
= (x® —x%) + (—=x5+3x°%) + (—3x* + 5x*) + (2x3 — 2x3) + (=5x — 3x) + (3 — 11)
Po dodaniu jednomianow tego samego stopnia oraz wyrazow wolnych otrzymujemy:
R(x) = 2x5+2x* —8x —8
W tym przyktadzie stopien wielomianu st(R) =5 jest mniejszy od stopni dodawanych

wielomianéw P i Q, poniewaz suma jednomiandw stopnia 6 wynosi zero (x® — x® = 0).



Iloczyn wielomiandéw tez jest wielomianem. Otrzymuje si¢ go mnozac kazdy wyraz

pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu.

Twierdzenie:
lloczyn wielomianu stopnia m i wielomianu stopnia n jest wielomianem stopnia m +n .
st(U - W) = st(U) + st(W).

Przyktad: mnozymy dwa wielomiany R i S:
R(x) =5x+3
S(x) =2x3-3x—1
Sa to wielomiany stopni: st(R) =1 i st(S) = 3.
Iloczyn tych wielomianéw T(x) = R(x) - S(x)
T(x) =Gx+3)2x3—3x—1)=5x(2x3—-3x—1)+32x3-3x—-1) =
= (10x* — 15x% — 5x) + (6x3 —9x — 3) = 10x* + 6x3 — 15x% — 14x — 3
Stopien wielomianu st(T) = 4 jest rowny sumie stopni mnozonych wielomianow.

st(R)+St(S)=1+3=4

Rozklad wielomianu na czynniki.

Twierdzenie (nazywane ,,podstawowym twierdzeniem algebry”):

Kazdy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikow stopnia co najwyzej drugiego.

Rozktad wielomianu W na czynniki mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia jego pierwiastkow,

czyli takich argumentéw x , dla ktorych rownanie W (x) = 0 jest spetnione.

Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow. W jakim przypadku liczba
pierwiastkbw moze by¢ mniejsza od n ? Ma to miejsce, gdy w rozkladzie wielomianu na

czynniki pojawi si¢ czynnik stopnia drugiego, ktory nie ma miejsc zerowych; np. x2 + 2.

Przyktad: znajdujemy pierwiastki wielomianu W(x) = 2x>+2x* —8x — 8.
Rozktadamy ten wielomian na czynniki stosujac grupowanie wyrazow i korzystajac ze wzoru
skréconego mnozenia na réznice kwadratow a? — b?> = (a — b)(a + b).
W(x) =2x5+2x* —8x —8=2x*(x+1) —8(x+ 1) = 2(x + 1)(x* — 4)
=2(x+ D2 —2)(x® +2) =2(x + D(x = V2)(x + V2)(x? + 2)
Trzy pierwiastki wielomianu W (x) stopnia piatego to: x = —1, x = V2, x = —/2.



