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Matematyka 7. Funkcje wymierne
poziom spokojny TEORIA

Funkcj¢ wyrazong wzorem y = % nazywamy proporcjonalnoscig odwrotng, w ktore;j :

e argument funkcji x jest liczbg rzeczywista wigksza od zera,

e liczbe a > 0 nazywamy wspotczynnikiem proporcjonalnosci,

e wielkosci x i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi.
Zaleznos$¢ proporcjonalno$ci odwrotnej pomiedzy wielkoSciami x I y mozna tez zapisaé
w postaci x -y = a. ZalozyliSmy, ze zar6wno zmienna x jak i stala a sa liczbami

rzeczywistymi wigkszymi od zera; wtedy takze y bedzie liczbg rzeczywista wigksza od zera.

Przyktad:
Czestotliwos¢ f fali radiowej i dlugo$¢ tej fali A sg wielkoSciami odwrotnie
proporcjonalnymi. Diugos¢ fali  jest najmniejsza odlegltoscig pomigedzy dwoma

punktami o tej samej fazie drgan; A =I§ , gdzie c jest stalg oznaczajacag Szybkosé
$wiatta ¢ = 3+ 108 ? . Jednostkg czestotliwosci jest 1 Hz = é(odwrotnos’c’ sekundy).

Obliczmy dtugosé¢ fali, ktorej czestotliwosc jest rowna 300 kHz.
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[m] =1-10%">[m] = 103[m] = 1[km]

Obliczmy dtugos¢ fali, ktorej czgstotliwos¢ jest rowna 100 MHz.
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Wykres funkcji y = % , gdzie a # 0, nazywamy hiperbolq.

Zaktadamy, ze zarowno zmienna x jak i stala a sg liczbami rzeczywistymi roznymi
od zera (czyli moga przyjmowacé wartosci dodatnie lub ujemne i tym rozni si¢ funkcja

hiperboliczna od przedstawionej na poprzedniej stronie funkcji proporcjonalnosci odwrotne;j).

Funkcja f(x) = % (przyjmijmy, ze dla a > 0) ma nastepujgce wlasnosci:

e jestokreslonadla x € R \ {0}, sty ~
e dlax < 0 przyjmuje wartosci ujemne, o N 4 . /
e dlax > 0 przyjmuje wartosci dodatnie, N - 3 \ y=Ix |~
e nie ma miejsc zerowych, BN 5 \ . a
e jest malejaca w przedziale (—oo, 0), N X .
e jest malejaca w przedziale (0, o), N —
———i -] N2
e dlaxdazacegodo —oo i do oo > P ERNE
wykres funkcji . zbliza sic” do osi OX, 240 VI
ktora nazywamy asymptotq pozioma, / \q N
o dla x przyjmujacego wartosci bliskie O : / i \\\\
wykres funkcji ,,zbliza si¢” do osi OY, - ) AN

ktora nazywamy asymptotg pionowa.

Proste y = x i y = —x sg osiami symetrii wykresu hiperboli y = % :

Punkt (0,0) jest srodkiem symetrii wykresu hiperboli y = =.

X

W kolejnych kilku krokach pokazane beda przeksztalcenia funkcji hiperboliczne;,
takie jak przyjecie ujemnej wartosci statej a (na przyklad a = —1), przyjgcie wartosci statej a
wigkszej od 1 (na przyktad a = 5) oraz z zakresu 0 < a < 1 (na przyklad a = %) Kolejnymi

przeksztalceniami bedg przesunigcia funkcji wzdtuz osi odcigtych (0X) i osi rzednych (0Y).



Wykres funkcji y = —f(x) otrzymujemy
odbijajac symetrycznie wzgledem osi 0X
wykres funkcji y = f(x).

Tak powstal pokazany obok wykres funkcji

1
y=-%

Funkcja ta jest rosngca w przedziale (—oo, 0)

oraz jest rosngca W przedziale (0, o).

Rysunek obok ilustruje wptyw parametru a

na ksztalt wykresu funkcji y = =,

X
Wykres funkcji y = ; jest ,,mniej stromy”

5x

od wykresu funkcji y =

x® IU1|H

Wykres funkcji y = % + 2 otrzymujemy
przez przesunigcie wykresu hiperboli y = %
o dwie jednostki w gore wzdhuz osi 0Y.
Asymptota pozioma jest prosta y = 2.
Osiami symetrii wykresu funkcji sg proste
y=x+2o0razy=—-x+2.
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N P
o dwie jednostki w lewo wzdtuz osi 0X. N /7 ) |
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Funkcja wymierng nazywamy iloraz dwoch wielomianow.

V(x)
W(x)

fx) =

Dziedzing funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych takich, ze miejsca zerowe
wielomianu z mianownika nie naleza do dziedziny funkcji (wielomian W (x) # 0 dla x

nalezacych do dziedziny funkcji).

Rozwazmy wyrazenie wymierne, ktorego licznikiem jest funkcja liniowa ax + b,

a mianownik to wielomian stopnia drugiego zapisany w postaci iloczynowej (x + ¢)(x + d).

ax+b
x+o)(x+4d)

Przedstawimy to wyrazenie wymierne w postaci utamkow prostych, czyli wyznaczymy takie
liczby A i B, by spetniona byta ponizsza rowno$¢ (oczywiscie dla: x + ¢ # 0 i x + d # 0).

ax +b A N B
(x+c)(x+d) x+c x+d




Przyktad:

Zapiszmy wyrazenie wymierne w postaci sumy utamkoéw prostych.

x2+6x+5
Przeksztalcamy wielomian w mianowniku do postaci iloczynowej i zapisujemy

wyrazenie wymierne jako sume¢ utamkow prostych z licznikami A i B. Nasze zadanie

sprowadza si¢ teraz do wyznaczenia tych licznikow.

3x -5 _ 3x —5 A 4 B
x2+6x+5 (x+1)(x+5 x+1 x+5

Sumg ulamkoéw prostych sprowadzamy do wspolnego mianownika.

A B A(x+5)+B(x+1) (A+B)x+54+B
x+1 x¥5_ (x+1D(x+5 (x+1D(x+5)

Liczby A i B wyznaczamy z poréwnania licznikow obu wyrazen wymiernych.
(A+B)x+5A+B=3x—-5
Osobno porownujemy wspotczynniki przy zmiennej x i wyrazy wolne.

{A+B=3
5A+B =-5

Rozwigzujemy uktad rownan i wyznaczamy liczby A i B.

{A =2
B=5
Zatem:
3x —5 -2 5
x2+6x+5=x+1+x+5
Przyktad:
Wykonajmy dzialanie dodawania wyrazen wymiernych: ﬁ + z;ic .

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R\ {—5,;} . Dziatania na wyrazeniach wymiernych

wykonujemy w podobny sposob, jak dziatania na liczbach wymiernych zapisanych

W postaci utamkéw. Wspdlnym mianownikiem obu utamkoéw jest wyrazenie:
(x+5)@Bx—-1).

Upraszczamy wyrazenie w liczniku.

x 2—3x_x(3x—1)+(2—3x)(x+5)_
x+5+3x—1_ (x+5)(Bx—-1) B

_3x2—x+2x+10—3x2—15x_ —14x + 10
B (x +5)(3x—1)  (x+5@Bx-1)




Przyktad:

Wyznaczmy wspotrzedne punktow wspolnych hiperboli y = % i prostej y = x + 1.
Zakladamy, ze x # 1 (mianownik wyrazenia wymiernego musi by¢ rézny od 0).

. . , . 2x+2
Rozwigzujemy rownanie — Xt 1.

2x + 2
-1

=x+1 /- (x—1)

2x+2=(x+1x-1)
2x+2=x%—-1
x2—2x—-3=0
Wyrdznik rownania kwadratowego A = (—2)%2 —4-1-(-=3) = 16.

Pierwiastkami rownania kwadratowego sa:

—(-2)-VA 2-4
2-1 2
oraz
—(-2)+VA 2+4
Xy = = =3
2-1 2

Z réwnania prostej y = x + 1 wyznaczamy y, =0 oraz y, = 4.

Hiperbola i prosta przecinajg si¢ w punktach (x1,y;) = (=1,0) i (x5, y2) = (3,4).
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