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Matematyka 8. Trygonometria
poziom spokojny TEORIA

Funkcje trygonometryczne kata ostrego.

Stosunki dtugosci bokéw trojkata prostokatnego nazywamy funkcjami trygonometrycznymi.
Suma katow w trojkacie prostokatnym a + 90° + f = 180°, dlatego wystepuja w nim dwa
katy ostre @ i f3, ktorych suma miar a + 8 = 90°.

e Sinusem kata nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata
do dlugosci przeciwprostokatne;j.
a
sina = —
e Cosinusem kata nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie
do dlugosci przeciwprostokatne;.
b
cosa=-—
c
e Tangensem kata nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata

do dhugosci przyprostokatnej lezacej przy tym kacie.
a

tga = —
g“b

o Cotangensem kata nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie

do dhugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata.
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. b
ctga = —

W trojkacie prostokatnym obliczamy f = 90° — «a i wyprowadzamy podstawowe tozsamos$ci

trygonometryczne:
e iloraz - to funkcja sinf =sin (90° — a) = cosa ,
e iloraz - to funkcja cosf =cos (90° — a) = sina,
e iloraz - to funkcja tgf =tg (90° —a) = ctga
e iloraz = to funkcja ctgp = ctg (90° — a) =tga .

, - e a b . . .. . o
Z whasnosci funkcji sina = — Oraz cosa =-— mozna wyznaczy¢ ponizsza tozsamosc.

) a ac Sina
d=—=——=
& b c¢b cosa

W podobny sposob sprawdza si¢ prawdziwos¢ kolejnej tozsamosci.

b bc cosa 1
Ctga:—:——: - =
a ca Sina tga

Tozsamo$¢ nazywana jedynkq trygonometryczng udowodnia si¢ wykorzystujac twierdzenie

Pitagorasa.

a2 (b\> a?+b? 2
sin2a+cosza=(—) +() - - -1

c c c? c?

CKE udostepnia "Wybrane wzory matematyczne na egzamin maturalny z matematyki".
https://cke.gov.pl/images/ EGZAMIN MATURALNY_ OD 2023/Informatory/wybrane wzory matematyczne EM2023.pdf

W rozdziale 9. zamieszczono wszystkie wzory i tozsamosci trygonometryczne przydatne

podczas egzaminu, a w tablicy 17. podano wartosci funkcji trygonometrycznych do obliczen.


https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2023/Informatory/wybrane_wzory_matematyczne_EM2023.pdf

Warto zapozna¢ si¢ z tymi materiatami przed egzaminem, by w razie potrzeby tatwiej
odnalez¢ potrzebny wzor.

Dzielac kwadrat przekatng otrzymujemy trojkat rownoramienny, ktoérego katy przy podstawie

maja miar¢ 45°. W takim trdjkacie obliczamy funkcje trygonometryczne kata 45°.
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in 450 a a 1 V2
Sin == — = = —
P av2 2 2
a a 1 V2
c0s45° =—= =—=—
P av2 N2 2
tg45° = = = 1
g e
t45°—a—1
ctg ==

Trojkat bedacy potowg trojkata rownobocznego ma katy ostre 30° 1 60°.

a
: 5 1
sin 30° = cos 60° = = = —
a 2
¢ 2 1 3
tg30° = ctg60° =2 = L = — = —
h o3 V3 3



sin 60° = cos 30° =

tg 60° = ctg 30°
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Funkcje trygonometryczne katow 30°, 45° 1 60° zawiera tabela:

a 30° 45° 60°
sina z V2 V3
2 2 2
cosa B 2 E
2 2 2
tga \/3—5 1 V3
ctga V3 1 ?

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata.

Wierzchotek kata umieszczamy w poczatku uktadu wspoirzednych.

Jedno z ramion kata, nazywane ramieniem poczgtkowym, zawiera si¢ w dodatniej potosi OX.

Drugie ramig¢ kata nazywane jest ramieniem koncowym.

Kat odlozony jest od ramienia poczatkowego do ramienia koncowego w kierunku

przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara.
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Jezeli punkt P = (x,y) jest dowolnym punktem lezacym na ramieniu koncowym kata «,

roznym od poczatku uktadu wspoétrzednych, to podane nizej wzory stluzg do zdefiniowania

funkcji trygonometrycznych dowolnego kata a € (0°,360°) .



ing =2 - i = — [y2 2
sina ==, cosa =~ gdzie r = |OP| =/x2 +y
tgaz% dla x #0
ctgaztg_1a=§ dla y#0

Katem obrotu AOB nazywamy kat, o jaki nalezy obroci¢ rami¢ poczatkowe (potprosta OA,

pokrywajaca si¢ z dodatnig pdtosia OX) wokot punktu O, aby pokryto si¢ ono z ramieniem
koncowym (potprosta OB).

Przyjmuje sie, ze
e dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara,

e ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym z ruchem wskazowek zegara.

Podane definicje funkcji trygonometrycznych mozna uog6lni¢ na dowolny kat « + k - 360°,
gdzie a € (0°,360°) oraz k € Z .
Definiujemy wtedy:
sin(a + k - 360°) = sina
cos(a + k -360°) = cos a
Jezeli tangens kata «a jest okreslony, to
tg(a+k-360°) =tga
Jezeli cotangens kata «a jest okreslony, to

ctg(a + k- 360°) = ctga

W wymaganiach dla zdajacych egzamin maturalny w roku 2023 zawarto obliczanie katow

trojkata 1 dlugosci jego bokoéw przy odpowiednich danych, a w szczegolnosci stosowanie



twierdzenia cosinuséw i wzoru na pole trojkata P = %ab sin a. Trojkaty przedstawione
w tematach zadan moga by¢ rozwartokatne, co bgdzie wymagato obliczania funkcji sinus
lub cosinus dla katow z zakresu od 0° do 180°. Konieczne bedzie stosowanie tozsamosci
trygonometrycznych, uzyteczna tez bedzie znajomos$¢ wzoréw redukcyjnych.

Pole powierzchni tréjkata.

Pole powierzchni trojkata P, jest rowne polowie iloczynu dtugosci boku a 1 wysokosci h

opuszczonej na ten bok.

Poniewaz sina = o przeksztalcamy h = b sin a 1 podstawiamy do wzoru na powierzchnig.

P—1 h—1 b - si
a=zah=-a sina

Pole powierzchni trojkata jest rowne potowie iloczynu dlugosci dwoch jego bokéw i sinusa

kata zawartego migdzy tymi bokami.

180°—a

W przypadku trojkata rozwartokatnego, ktorego kat wybrany do obliczenia powierzchni ma
miar¢ przekraczajaca 90°, uzycie wyprowadzonego wzoru takze jest poprawne. Trojkat

prostokatny (z bokiem przyprostokatnej rownym wysokosci h — tak jak na szkicu powyzej),



rysujemy na zewnatrz trojkata rozwartokatnego, a wysoko$¢ h wyznaczamy z sinusa kata
dopetniajacego do a.
5= sin(180° — @) = sina

Powyzsza tozsamos¢ trygonometryczng mozna sprawdzi¢, np. wykonujac przeksztalcenia:
sin(90° + 90° — a) =sin[90° — (a — 90°)] = cos(a — 90°) = co0s(90° — a) = sina
Twierdzenie cosinusow.

Dla dowolnego trojkata prawdziwe sg podane nizej zaleznosci.
a? = b? + c¢? — 2bccosa
b? = a? + ¢? — 2accos
c? =a?+ b? —2abcosy
Oznaczenia w powyzszych wzorach sg takie, jak na zamieszczonym rysunku trojkata, czyli:
kat a jest przeciwlegly do boku a,

kat B jest przeciwlegty do boku b,

kat y jest przeciwlegly do boku c.




