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Matematyka 11. Kombinatoryka,
poziom spokojny prawdopodobienstwo,
statystyka

Regula mnozenia

Jezeli zbior A zawiera m elementéw, co oznaczamy symbolicznie |A| = m, a zbior B zawiera
n elementow (|B| = n), to liczba roznych par (x, y), takich ze x € A oraz y € B, jest rowna

iloczynowi m-n.

Przyktad
Rzucamy monetg (ktéra moze upas¢ na dwa sposoby: wypada ,,orzet” badz ,reszka”) oraz
kostkag do gry (posiadajaca szes¢ $cian, ponumerowanych lub oznaczonych ,,oczkami”).

Liczba roznych zdarzen (par — wynik rzutu moneta, wynik rzutu kostka) wynosi 2 - 6 = 12.

Gdy wybor polega na podjeciu n decyzji, a pierwsza decyzj¢ mozna podjaé na k; sposobow,

druga decyzje mozna podja¢ na k, sposobow, ..., n — tg decyzj¢ mozna podja¢ na k,
sposobdw, to taki wybor mozna podja¢ na ky -k, - ...+ k,, sposobow.
Przyktad

Pewna grupa numerdw rejestracyjnych samochodow z wojewodztwa matopolskiego sktada
si¢ ze znakow: ,,KR XXXXY 7, gdzie:
e symbol X oznacza cyfre od 0do 9, X €{0, 1, 2, 3,4,5, 6,7, 8, 9}; |X| = 10.
e symbol Y oznacza litere alfabetu,
Ye{A B,C,D,E,F,G,H ILJ K,LLMN,OPR,S T, UW,X,Y,Z}; |Y] =24.
W grupie tak oznaczonych samochodéw mozna spotka¢ 10-10-10-10-24 = 240 000

réznych rejestracji.
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Permutacje i wariacje

Permutacja n — elementowego zbioru nazywany jest kazdy n — elementowy cigg utworzony
ze wszystkich elementow tego zbioru.

Liczba wszystkich permutacji n — elementowego zbioru jest rowna B, = n!

Symbol n! (czytamy: ,,n silnia”) oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
nl=1-2-3-..'n
Ponadto przyjmuje si¢, ze 0! =1 oraz 1! = 1.

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rowno$¢ (n+ 1)!=n!(n+1).

21=2
3!=6

4! =24
5/=120

9! = 362880

Przyktad
Gdy w zawodach startuje 10 zawodnikdéw 1 nalezy im przydzieli¢ numery (od 1 do 10),

to mozna to zrobi¢ na P;p =10!'=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 3628 800 sposobow.

Jezeli z r6znych elementow zbioru A (zawierajagcego n — elementoéw) utworzymy
k — elementowy ciag (gdzie k < n), to taki ciag nazywamy wariacjq bez powtdrzen
elementow zbioru A.

Kazda n — elementowa wariacja bez powtorzen zbioru n — elementowego jest permutacja.

Liczba wszystkich k — elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n — elementowego,

gdzie k < n, jest rowna
!

Przyktad

Tworzymy trzy—literowy kod z alfabetu zawierajacego 24 litery.

W kodzie zadna litera nie moze si¢ powtdrzy¢. Mozliwych do utworzenia kodow jest

V3, =24-23-22= 24! =12 144
24 T (24-3)



Kazdy k — elementowy cigg, w ktérym elementy moga si¢ powtarza¢, utworzony
Z elementéw zbioru A, nazywamy k — elementowa wariacjg z powtorzeniami elementow

zbioru A.

Liczba wszystkich k — elementowych wariacji z powtdérzeniami zbioru n — elementowego
jest rowna

Wnk — nk

Przykiad.
Tworzymy trzy—literowy kod z alfabetu zawierajacego 24 litery. W kodzie dowolna litera
moze si¢ powtorzy¢. Liczba mozliwych do utworzenia kodéw wynosi

W3, =243 = 13824

Kombinacje

Kazdy k — elementowy podzbiér zbioru n — elementowego A, nazywamy k — clementowag
kombinacjg zbioru A (oczywiscie k < n). W kombinacji elementy nie mogg si¢ powtarzac,

natomiast kolejnos¢, w jakiej zapisujemy elementy kombinacji, nie jest istotna.

Wszystkich k — elementowych kombinacji zbioru n — elementowego jest

K n!
Cn = k! (n —k)!

Liczbe kombinacji zapisujemy roéwniez uzywajgc symbolu Newtona (i czytamy go ,,n po k”).

!
G = (Z> ~ k! (nn— k)!

Przyktad

W pewnej klasie liczacej 24 uczniow postanowiono wybra¢ 3 osobowa delegacje. Liczba

. .. . 24! 24! 24:23-22
kombinacji wynosi: €3, = (%) = = =

= = 2024 .
31(24-3)!  3!-21! 1-2:3

Poniewaz () = ("), to k — elementowych kombinacji zbioru n — elementowego jest tyle

samo, co (n — k) - elementowych kombinacji tego zbioru. W podanym przyktadzie liczba

kombinacji wyboru delegacji 21 osobowej klasie liczacej 24 uczniow takze wynosi 2024.



Rachunek prawdopodobienstwa — zdarzenia losowe

Doswiadczenia, ktorych wyniku nie mozna przewidzie¢ i ktore moga by¢ przeprowadzane
wielokrotnie nazywamy doswiadczeniami losowymi. Przyktadami do§wiadczen losowych sa
rzuty kostkg do gry (w pojedynczym rzucie moze wypas¢ tylko jedna z szeSciu roznie
oznaczonych §cianek) lub rzuty moneta (w pojedynczym rzucie mamy dwa mozliwe wyniki:

,orzel” albo ,,reszka”).

Poszczegdlne wyniki do$wiadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elementarnymi;
pojedyncze zdarzenia elementarne oznaczamy matg greckg literg w.

Zbior zdarzen elementarnych nazywamy przestrzeniqg zdarzen elementarnych., przestrzeh
zdarzen oznaczamy duza grecka literg .

Przestrzen zdarzen rzutu kostka Q = {1,2,3,4,5, 6}.

Przestrzen zdarzen rzutu monetg Q = {orzel, reszka}.

Dowolny podzbior przestrzeni zdarzen elementarnych Q nazywamy zdarzeniem losowym.
Zdarzenia losowe oznaczamy duzymi literami: 4, B, C, ... .

Jezeli zdarzenie losowe jest zbiorem pustym, to nazywamy je zdarzeniem niemozliwym.

Jezeli zdarzenie losowe jest calym zbiorem zdarzen elementarnych (, to nazywamy je
zdarzeniem pewnym.

Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzyjajgcymi zdarzeniu A.

Na zdarzeniach losowych wykonujemy takie same dziatania jak na zbiorach.

Dla zdarzen losowych A,B c ():

Zdarzeniu A U B sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A lub B.

Zdarzeniu A N B sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace jednoczesnie A i B.
Zdarzeniu A \B sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A i niesprzyjajace B.
Jezeli A N B = @ (zdarzenie niemozliwe), to zdarzenia A i B sg rozlgczne (wykluczajg sie).
Zdarzenie A" = Q\A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.

Podobnie jak w rachunku zbioréw prawdziwe sg dziatania A N A’ =@orazA UA' = Q.
Jezeli wszystkie elementy zdarzenia A naleza do zdarzenia B, to méwimy, ze zdarzenie A

zawiera si¢ w zdarzeniu B i zapisujemy jako A C B.

Jezeli n razy przeprowadzamy doswiadczenie losowe (np. rzucamy kostka) i k razy wypadio

takie samo zdarzenie elementarne, to mowimy, ze czegstos¢ jego pojawienia si¢ wynosita —



Prawdopodobienstwo klasyczne

Prawdopodobienstwem klasycznym (lub inaczej ,,schematem klasycznym™) nazywamy
sytuacje, w ktorej wszystkie wyniki doswiadczenia zdarzajg si¢ roOwnie czesto, czyli sg
jednakowo prawdopodaobne.

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A (zbioru zawierajacego |A| elementow)
zawartego w przestrzeni Q (zbiorze skonczonym i niepustym zawierajacym |Q| elementow)

okres$la ponizsza definicja.
Prawdopodobienstwem zdarzenia A (gdzie A € Q) nazywamy liczbg

1Al
PU) = (5

Przyktad

W rzucie kostkg przestrzen zdarzen Q = {1,2,3,4,5,6}. Zdarzeniu polegajagcemu na
wyrzuceniu nieparzystej liczby oczek sprzyjaja trzy wyniki A = {1,3,5}; zatem
prawdopodobienstwo zdarzenia

P(A)=ﬂ—3

1
Q] 6 2

Rozklad prawdopodobienstwa

Niech Q = {w;, w5, ..., w,} bedzie zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego
do$wiadczenia losowego i kazdemu wynikowi w; przypisujemy liczbe p; (nieujemng)
nazywang prawdopodobienstwem zdarzenia elementarnego w; tak, aby spelniony byl
warunek p; +p, + ...+ p, = 1.

Mowimy wtedy, ze na przestrzeni () zostat okreslony rozktad prawdopodobienstwa.

Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia A jest sumg prawdopodobienstw zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A. Dla dowolnego zdarzenia A c Q zachodzi

nierowno$¢ 0 < P(4) < 1.

Jezeli prawdopodobienstwa dwoch zdarzen sa rowne, to moéwimy, ze te zdarzenia sg
jednakowo prawdopodobne. W zadaniach dotyczacych na przyklad rzutu kostka przyjmuje
sie, ze wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne. Wyjatkiem sg

zadania, w ktorych temacie wyraznie opisano np. niesymetryczng kostke do gry.



Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A, B c Q.

Woweczas:
e P(0)=0
e P(O)=1

o Jesli Ac B, to P(A) < P(B)
o P(A)+P(A) = P(Q)=1

e P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Statystyka

Statystyka jest dzialem matematyki, zajmujacym si¢ pozyskiwaniem, metodami prezentacji
I analizg danych opisujacych masowe zjawiska (z duzg iloscia przetwarzanych informacji).
Srednig arytmetyczng iczb x4, x,, ..., x,, okresla podany ponizej wzor.

X1+ % + ot Xy

X =
n

Mediana uporzadkowanego rosngco ciggu n danych liczbowych x; < x, < ... < x, to:

e Srodkowy wyraz ciggu, gdy n jest nieparzyste;

e S$rednia arytmetyczng dwoch srodkowych wyrazow ciggu, gdy n jest parzyste.
Mediana dzieli cigg danych liczbowych na dwie rownoliczne grupy; dane w jednej grupie sa

od mediany mniejsze lub jej réwne, a w drugiej grupie sa od mediany wieksze lub jej rowne.

Dominanta to warto$¢, ktora wystepuje w analizowanym zbiorze danych liczbowych
najczesciej. Gdy w danym zbiorze jest kilka liczb wystepujacych z ta sama, najwyzsza
czestoscia, to przyjmujemy, ze kazda z tych liczb jest dominanta. Gdy w danym zbiorze

wszystkie liczby wystepuja tak samo czgsto, to przyjmujemy, Ze nie ma w nim dominanty.

Dominanta nazywana jest tez Wartosciqg modalng, modg lub wartoscig najczestszq. Moze ona
by¢ rowniez uzyteczna, jezeli wartoSci zmiennej obserwowane] nie s3 liczbowe

(np. dominanta moga by¢ gatunki grzyboéw najczesciej spotykane podczas grzybobrania).



Wariancja 1 odchylenie standardowe charakteryzujg rozproszenie danych liczbowych
X1,X3, ., X, WokOt ich $redniej arytmetycznej Xx. Mniejsza wartos¢ odchylenia
standardowego oznacza, ze wigcej jest liczb bliskich $redniej arytmetycznej. Wigksza wartosé
odchylenia standardowego oznacza, ze rozklad liczb jest bardziej rownomierny. Wariancje
okreslamy podanym ponizej wzorem.

(x; — %)%+ (x, — %)%+ ...+ (x, — X)?
n

0.2

Odchyleniem standardowym nazywamy pierwiastek z wariancji.

n

0'—\/;—\/(xl_f)z'*'(xz—f)2+...+(xn_f)2

Gdy analizujemy duza liczb¢ danych (np. wzrost 1 waga ludzi) 1 przedstawimy je na wykresie,
gdzie na osi poziomej zaznaczymy badang ceche¢, a na osi pionowej liczbe przypadkow,
w ktorych ta cecha wystepuje (np. liczba ludzi o danym wzroscie lub wadze), to wykres ten
bedzie miat tak zwany rozkfad normalny. Rozklad normalny jest symetryczny wzgledem
prostej pionowe]j poprowadzonej przez $rednig arytmetyczng danych x. Okoto 68,3 % danych
rézni si¢ od Sredniej arytmetycznej o mniej niz odchylenie standardowe o, a okoto 95,6 %
danych rézni si¢ od X o mniej niz 20. Wedtug regufy trzech sigm okoto 99,7 % danych nalezy
do przedziatu (x — 30, x + 30).

99,7%
<€ >
< 95,6% >
A () 68,3%
.
X—30 X—20 Xx—o0 X X+o0 xX+20 x+30

Srednig wazong liczb x4, x5, ..., X, z odpowiadajacymi im wagami wy, w,, ..., w,, (wagi musza

by¢ liczbami dodatnimi) okreslamy wzorem

Wyx+wy X+ ..+ w, X,

X
v wy+wy + .+ wy

Dane, ktorym przypisano wigksze wagi, maja wigkszy udzial w okre$leniu $redniej wazonej

niz dane, ktérym przypisano mniejsze wagi.



