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Matematyka 3. Funkcje. Funkcja
poziom spokojny liniowa. Uklady réwnan.
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Funkcjg nazywamy takie przyporzadkowanie, ktore kazdemu elementowi x € X

przyporzadkowuje doktadnie jeden element y € Y (zapis symboliczny funkcji f: X — Y).

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji i oznaczamy przez D (lub Df), a kazdy element
dziedziny nazywamy argumentem funkcji. Zbidr Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji
ioznaczamy przez ZW (lub ZWy). Zbior tych elementow przeciwdziedziny, ktore zostaty

przyporzadkowane elementom ze zbioru X nazywamy zbiorem wartosci.

Wykresem f: X — Y jest zbior wszystkich punktow o wspdtrzednych (x, f(x)), gdzie x € X.

Argument, dla ktorego funkcja przyjmuje warto$¢ rowng 0,

nazywamy miejscem zerowym tej funkcji. 3t

Rysunek obok pokazuje wykres funkcji y = f(x) = x> — 4. il

Rozwiazaniem rownania y = x> —4=(x+2)(x-2)=0 43

sa dwa miejsca zerowe tej funkcji: x, = -2 oraz x, =2.

Dla dwéch dowolnych argumentéw x; i x; funkcje f nazywamy:
® rosngcq, gdy spetniony jest warunek: jesli x, < x,, to f(x,) < f(x,)

e niemalejgcg, gdy spelniony jest warunek: jesli x, < x,, to f(x,) < f(x,)

malejgcq, gdy spetniony jest warunek: jesli x, < x,, to f(x,) > f(x,)

e nierosngcq, gdy spelniony jest warunek: jesli x, < x,, to f(x) 2= f(x,)



Funkcje, ktora dla kazdego argumentu przyjmuje taka samg warto$¢, nazywamy funkcja statqg.
Wyznaczanie przedziatow monotonicznosci funkcji polega na okresleniu przedziatow,

w ktorych jest ona rosngca, malejaca, badz stata. Przyklady wykresow funkcji:
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Funkcje nazywamy parzystq, gdy dla kazdego argumentu x,

liczba —x takze nalezy do dziedziny oraz zachodzi rownos¢
S ()= f(=x).
Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi 0Y.

Przyktadem funkcji parzystej jest pokazany obok wykres
funkcji kwadratowej y = f(x)=x" .

Funkcje¢ nazywamy nieparzystq, jesli dla kazdego argumentu x shy
liczba —x takze nalezy do dziedziny oraz zachodzi rownos¢

f(=x)==f(x). "
Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem ] X

poczatku uktadu wspotrzednych (0, 0).

Przyktadem funkcji nieparzystej jest pokazany obok wykres

funkcji liniowej y=f(x)=—x. %

Funkcj¢ nazywamy roznowartosciowq, jezeli dla dowolnych argumentéw x; i x, spetniony
jest warunek:

jesli x, # x,,to f(x)# f(x,).



Przesuwanie wykresu wzdluz osi 0Y.

Wykres funkcji y= f(x)+¢g dla ¢ >0 otrzymujemy przez przesuni¢cie wykresu funkcji
y= f(x) o g jednostek w gore wzdhiz osi 0Y.

Wykres funkcji y= f(x)—¢q dla ¢ >0 otrzymujemy przez przesuni¢cie wykresu funkcji
y=f(x) o g jednostek w dot wzdtuz osi 0Y.
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Wykres obok pokazuje przesunigcie
wykresu funkcji kwadratowej f(x)= x’
0 20 jednostek w dot wzdtuz osi 0Y.

Powstaje przez to funkcja g(x)=x* —20.
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Przesuwanie wykresu wzdtuz osi 0.X. 20

Wykres funkcji y= f(x—p) dla p>0 otrzymujemy przez przesuni¢cie wykresu funkcji
y= f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi 0.X.

Wykres funkcji y= f(x+ p) dla p>0 otrzymujemy przez przesuni¢cie wykresu funkcji
v = f(x) o p jednostek w lewo wzdtuz osi 0.X.

Wykres obok pokazuje przesunigcie
wykresu funkcji kwadratowej f(x)= x’
0 2 jednostki w lewo wzdtuz osi 0.X.

Powstaje przez to funkcja /(x)=(x+2).

Wykres funkcji y = f(x—p)+¢q dla p>0 1 g >0 otrzymujemy przez przesuni¢cie wykresu
funkcji y= f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi 0X i g jednostek w gore wzdhuz osi 0Y.

Przeksztalcanie wykresu funkcji przez symetrie wzgledem osi uktadu wspodtrzednych.

Wykres funkcji y =—f(x) otrzymujemy, odbijajagc wykres funkcji y = f(x) symetrycznie
wzgledem osi 0X. Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy, odbijajac wykres funkcji
y = f(x) symetrycznie wzgledem osi 0Y.



Funkcja liniowa

Funkcjg liniowg nazywamy funkcj¢ okreslong wzorem
f(x)=ax+b,
gdzie x € R, a1 b s3 stalymi (a, b € R). Wykresem funkcji liniowej jest prosta.
Réwnanie y =ax+b nazywamy rownaniem kierunkowym prostej, w ktorym wspotczynnik

a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym prostej, a wspotczynnik b — wyrazem wolnym.

Roéwnanie y=ax+b mozna przeksztalci¢ do postaci Ax+By+C=0 nazywanej

rownaniem ogolnym prostej (gdzie wspotczynniki: 4 #0 lub B#0).

Jesli prosta przechodzi przez punkt (x Y A), to wspotrzedne tego punktu spetniajg rGwnanie
prostej y,=ax,+b. Jesli prosta przechodzi przez dwa rdzne punkty (x Y A) i (xB, yB),
to wspotczynnik kierunkowy tej prostej wyrazony jest wzorem

Ve~ V4

a=-+—4

xB - xA
Wspotczynnik kierunkowy okresla nachylenie prostej bedacej wykresem funkcji do osi 0.X.
e Gdy a >0, to funkcja liniowa jest rosnaca.
e Gdy a =0, to funkcja liniowa jest stata (prosta jest rownolegla do osi 0X).

e Gdy a <0, to funkcja liniowa jest malejaca.

Nt/
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/1\\\ Yy=2

Jesli a # 0, to funkcja liniowa ma jedno miejsce zerowe x = —.
a

Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej przecina o§ 0Y w punkcie (0, b).

Gdy b =0, to prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspoétrzednych.



Wykresy funkcji liniowych (y=a,x+b, 1 y=a,x+b,) z tym samym wspoiczynnikiem

kierunkowym (czyli wtedy, gdy a, = a, ) sa prostymi rownolegtymi.

Proste y=a,x+b, 1 y=a,x+ b, sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy «a,= -1 (a,#0).
a

2

Rownanie prostej przechodzacej przez punkty 4 = (x Y A) 1B= (xB, y B) zapisujemy w
postaci
=2 =x,)= s =) (x=x,).

Wykonujac przeksztatcenie 1 wprowadzajac wspotczynnik kierunkowy otrzymujemy

réwnanie

(vs—v.)

(x, - x,) (x=x,)=alx-x,).

(y_yA):

Po kolejnych przeksztalceniach otrzymujemy rownanie kierunkowe prostej

(s =)

y=ax—ax,+y, , gdzie a = .
(xB_xA)



Uklad dwdch réwnan pierwszego stopnia (réwnan liniowych)

Uktad dwoéch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi zapisujemy w postaci:

gdzie

ax+by=c a,#0lub b =0
a,x+b,y=c, a,#0lub b,#0

Liczba rozwigzan uktadu rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi:

Uktad dwoch rownan liniowych, ktorego rozwigzaniem jest jedna para liczb

{(xo’)’o )}’

nazywamy uktadem oznaczonym lub uktadem rownan liniowych niezaleznych.

Uktad dwoch rownan liniowych jest niezalezny, gdy spetniony jest warunek

ﬂiﬂ (dla a,#0,b,#0).
a, b,

Uktad rownan liniowych, ktory ma nieskonczenie wiele rozwigzan

{(x,y):a1x + by =c1, x,y € R},
nazywamy ukladem nieoznaczonym lub uktadem réwnan liniowych zaleznych.

Uktad dwoch rownan liniowych jest zalezny, gdy spelniony jest warunek

G DG (laa,#0,b,%0,c,%0).
a, b ¢

Uktad réwnan liniowych, ktory nie ma rozwigzan, nazywamy ukfadem sprzecznym.

Uktad dwodch rownan liniowych jest sprzeczny, gdy spetniony jest warunek

@ _b e (dla a,#0,b,#0,c,#0).
a, b, ¢

Metody rozwigzywania uktadéw rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi:

metoda podstawiania,
metoda przeciwnych wspotczynnikow,

metoda graficzna.

Metoda podstawiania polega na wyznaczeniu jednej niewiadomej z jednego roéwnania

1 podstawieniu otrzymanego wyrazenia do drugiego rdwnania, w miejsce tej niewiadome;.

Otrzymuje si¢ wtedy rownanie z jedng niewiadomg. Po wyznaczeniu pierwszej z szukanych

liczb, druga znajduje si¢ po podstawieniu tej znalezionej do dowolnego z réwnan.



Metoda przeciwnych wspotczynnikow polega na pomnozeniu obu stron jednego z réwnan

przez tak dobrang liczbe, by uzyska¢ przeciwny niz w drugim rownaniu wspotczynnik przy

wybranej niewiadomej. Nastepnie nalezy doda¢ rownania do siebie stronami, by wybrana

niewiadoma zredukowata si¢. W ten sposéb otrzymuje si¢ rownanie z jedng niewiadoma.

Uklad réwnan liniowych mozna interpretowaé geometrycznie i rozwigzaé go metodg

graficzng. Uklad dwoch rownan liniowych przedstawia si¢ jako dwie proste w jednym

uktadzie wspoéhrzednych. Rozwigzaniem uktadu réwnan sg wspotrzedne punktu, w ktorym

proste przecinajg si¢.

Uktad dwoch rownan liniowych jest ukladem oznaczonym wtedy 1 tylko wtedy, gdy proste

opisane rownaniami tego uktadu przecinajg si¢ w jednym punkcie.

y=3x-4 =
Przyktad: ek & 2 A
y=—4x+3
. . x=1
Rozwigzanie:
y=-1

Uktad dwoch rownan liniowych jest uktadem nieoznaczonym wtedy 1 tylko wtedy, gdy proste

opisane roéwnaniami tego uktadu pokrywaja si¢. Istnieje wtedy nieskonczenie wiele punktow,

ktorych wspoétrzedne naleza jednoczesnie do obu prostych. Proste takie reprezentujg uktad

réwnan zaleznych, majacy nieskonczenie wiele rozwigzan.

Uktad dwoch rownan liniowych jest ukiadem sprzecznym wtedy 1 tylko wtedy, gdy proste

opisane rownaniami tego uktadu to dwie rdzne proste réwnolegle.

y=3x-4

Przyktad: { 5 i 5 9
y=3x+1




