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Matematyka 1. Nierownosci i zbiory
poziom spokojny TEORIA

Matematyka, ktéra poznajemy na lekcjach, a takze zadania rozwigzywane podczas
sprawdzianow w szkole i1 egzaminu maturalnego to $wiat liczb, zalezno$ci wyrazonych
funkcjami i wykresow prezentujacych te funkcje w postaci graficznej. By sprawnie
wykonywac obliczenia, warto przypomnie¢ podstawowe wiadomosci o zbiorach liczbowych
i dziataniach matematycznych. Tytul pierwszego spotkania nawigzuje do liczb naturalnych,

liczb catkowitych i liczb wymiernych, a takze do dziatan na utamkach i uzycia nawiasow.

Czym jest liczba? Co to jest punkt? Jak zdefiniowaé zbior? Tego na lekcjach

matematyki si¢ nie okresla, thumaczac, ze liczba, punkt albo zbioér sg poj¢ciami pierwotnymi.

Uznajemy ich znaczenie za oczywiste lub powszechnie znane. Rozpocznijmy Kkurs
MAT Pandy od przypomnienia symboli pozwalajacych zapisac relacje wystepujace pomigdzy

,pojeciami pierwotnymi”.

Aby opisa¢ zbior, nazwijmy go duzg literg np. A, B lub C, nalezy okresli¢, jakie sg
jego elementy.
Mozemy elementy zbioru A po kolei wymieni¢, w tym celu, w nawiasach
klamrowych podajemy elementy (w tym przyktadzie zbiorem sg litery alfabetu,
od litery a, az do litery z): A ={a,b,...,z}.

Mozemy zapisa¢ zbior B sktadajacy si¢ z elementow b i podac cechy, ktore je

charakteryzuja, np. B = {b: litery alfabetu bedace spo6tgtoskami}.
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Na lekcjach matematyki zazwyczaj wykonujemy dziatania na zbiorach liczbowych
I juz na nastgpnych stronach tylko takimi zbiorami bedziemy si¢ zajmowaé. Potrzebujemy

jednak jeszcze Kilku znakow opisujacych dziatania na zbiorach i ich wzajemne relacje.
Zbiorem pustym (oznaczenie &) nazywamy zbior, do ktorego nie nalezy zaden element.

Zbior, ktéry ma skonczong liczbe elementow nazywany jest zbiorem skonczonym; zbior,

do ktdérego nalezy nieskonczenie wiele elementow nazywany jest zbiorem nieskonczonym.

Zbiory A i B nazywamy rownymi (zapisujemy A = B) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy

element zbioru A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy do zbioru A.

Zbior A zawiera si¢ w zbiorze B (zapisujemy A c B) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
zbioru A jest elementem zbioru B. Zbior A nazywany jest podzbiorem zbioru B.

Zbiory A i B sa roztaczne wtedy i tylko wtedy, gdy nie majg wspolnych elementow: AN B = @

Zbidr pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru. Kazdy zbidr jest swoim podzbiorem.

Zbior A jest podzbiorem wiasciwym zbioru B, jezeli Ac B i A # B.

Wygodng formg przedstawiania dziatan na zbiorach sg diagramy. Zbiér wszystkich

elementéw nazywa si¢ przestrzenig (na ponizszych diagramach oznaczong przez ,,U”).

Sumg mnogo$ciowg zbioréw A i B AUB U
nazywamy zbior tych elementow,
ktore naleza do co najmniej jednego
z tych zbiorow.
AUB ={x:x € Alub x € B}
A B
[loczynem zbiorow A i B nazywamy zbior U
elementow, ktore nalezg jednoczesnie
do obu tych zbiorow.
ANB={x:x€Aix € B}
A B
TR U
Réznicg zbiorow A i1 B nazywamy
zbidr tych elementow, ktore naleza
do zbioru A i nie nalezg do zbioru B.
A\B={x:x€Aix ¢ B} P B

W symbolicznym zapisie pojawit si¢ znak € , ktdry oznacza, ze element x nalezy do zbioru A,
awyrazenie x € A jest zdaniem logicznym, ktore moze by¢ prawdziwe albo falszywe.

W nawiasach klamrowych definiujemy elementy zbioru, ktory powstaje po wykonaniu



dziatania (sumy, iloczynu, r6znicy), a elementy tego nowego zbioru charakteryzujemy dwoma
prostymi zdaniami logicznymi potaczonymi spojnikiem. Spojnik ,,lub” (symbol V) daje
ztozone zdanie logiczne, ktore jest prawdziwe, gdy jedno lub oba zdania skladowe sa
prawdziwe (w przeciwnym wypadku, czyli gdy oba zdania sktadowe sg falszywe, to zdanie
ztozone tez jest falszywe). Spojnik ,,i” (symbol A) daje ztozone zdanie logiczne, ktore jest
prawdziwe tylko wtedy, gdy oba zdania sktadowe sg prawdziwe (w kazdym innym wypadku,
gdy jedno lub oba zdania sktadowe sg fatszywe, to zdanie ztozone ze spojnikiem ,,i” takze jest

falszywe).

Zbiory liczbowe i ich wlasnosci

e 7bidr liczb naturalnych N={0123,..}

e 7zbior liczb catkowitych Z={.,-3,-2,—-1,0,1,2,3,..}

e 7bidr liczb wymiernych Q= {x: X = s ANpEZANQGEZ\ {0}}

e 7bidr liczb rzeczywistych R - zawiera powyzsze zbiory: NCZc QcR

e 7bior liczb niewymiernych, to zbior wszystkich liczb, ktore nie sa wymierne
1@ =R\ Q
Oznaczenia zbiorow liczbowych zapisano pogrubiong czcionka, by wyrdzniaty sie w tekscie
skryptu. Zbidr liczb naturalnych obejmuje liczby catkowite nieujemne. Do tego zbioru nalezy
liczba zero. Dzigki liczbie zero mozemy wykonac np. nastepujace dziatanie odejmowania
5-5=0

jednak w przypadku, gdy liczba odejmowana jest wicksza od pierwszej liczby w rOwnaniu

5-6=-1
pojawia si¢ problem, gdyz liczba —1 do zbiory liczb naturalnych nie nalezy. Potrzebny jest
zbior liczb catkowitych, w ktérym liczby naturalne zawierajg si¢

NczZz

Wykonujac dziatania dodawania 1 odejmowania liczb catkowitych wynik, ktory otrzymamy,
tez bedzie nalezal do zbioru liczb catkowitych. Odejmowanie mozemy takze zapisa¢ jako
dodawanie do odjemnej liczby przeciwnej do odjemnika. Wspomniana liczba przeciwna
to liczba lezaca po przeciwnej stronie wzgledem zera; mozemy przyjac, ze jest to liczba
0 przeciwnym znaku, a dziatanie odejmowania mozna zapisa¢ w sposéb podany ponizej.

5-6=5+(-6)=-1



Liczby catkowite mozemy graficznie zaznaczy¢ na nieskonczonej prostej jako punkty,
pomiedzy ktorymi jest stata odlegto$¢. Waznym miejscem na takiej osi jest punkt przypisany
do liczby zero. Liczba jeden jest na prawo od zera, a liczba —1 znajduje si¢ po lewej stronie
od zera. Latwo teraz pokaza¢, porownujac dwie liczby, ktoéra z nich jest wieksza, przez
pokazanie, ze znajduje si¢ bardziej na prawo, a wigc w kierunku rosngcych wartosci. Zbior
liczb catkowitych jest uporzadkowany, a o§ zmierza w kierunku plus nieskonczonosci
(abstrakcyjna wielko$¢ zapisana symbolem o), ktora jest wicksza od kazdej liczby, ktora
chcielibysmy pokaza¢ na osi. Poniewaz 0§ jest prosta, to drugi jej koniec dazy do minus

nieskonczono$ci (—oo). Kazda liczba zaznaczona na osi jest wigksza od —oo.

liczba —6 jest liczba liczba 6 jest liczbg
przeciwng do 6 przeciwna do —6
@ @ @ @
-6 -1 0 1 6

Dowolny punkt na osi liczbowej reprezentuje liczbe rzeczywista. Liczba rzeczywista
moze by¢ liczbg wymierng albo moze by¢ liczba niewymierng. Liczby wymierne definiujemy
jako iloraz dwoch liczb catkowitych, z ktérych mianownik musi by¢ rézny od zera. W ten

sposob mozemy zapisa¢ podane ponizej liczby.

_, 0_0 1000 500 3 13
N 6 -2 1234567890 7

Jezeli mianownik liczby wymiernej dzieli bez reszty jej licznik, to taka liczba jest catkowita.
Zbior liczb caltkowitych jest podzbiorem witasciwym zbioru liczb wymiernych, Z c Q
(zbiory te nie sg rowne, Z # Q ). Do zbioru liczb rzeczywistych R naleza rowniez liczby
niewymierne. Zadnej liczby niewymiernej nie mozemy przedstawi¢ w postaci ilorazu liczb
catkowitych, poniewaz zbiory liczb wymiernych 1 niewymiernych sg roztgczne 1 nie majq
zadnego wspolnego elementu, Q NIQ = @ . Zbiory liczb wymiernych i niewymiernych
tworza razem zbior liczb rzeczywistych, Q UIQ = R . Kazda liczba, ktéra zapisujemy
podczas lekcji matematyki z zakresu szkoly $redniej jest liczbg rzeczywista 1 nalezy do zbioru

liczb wymiernych albo do zbioru liczb niewymiernych (IQ = R\ Q).

Przyktady liczb niewymiernych:
V2 — dlugosé przekatnej kwadratu o boku 1,
s — obwad okregu o Srednicy 1,

e — podstawa logarytméw naturalnych.



Zaznaczmy potozenie liczb niewymiernych z przyktadu na osi liczbowej. W systemie
dziesietnym, w ktorym postugujemy si¢ utamkami dziesigtnymi, czyli liczbami wymiernymi,

liczby niewymierne okreslamy z przyblizeniem. V2 ~1,41, e~ 2,72, m~3,14

V2 em
R

—6 -1 0 1 6

Przedzialem liczchowym nazywamy taki podzbior zbioru liczb rzeczywistych, ze jezeli
dwie liczby naleza do tego podzbioru, to kazda liczba lezaca miedzy nimi réwniez do niego

nalezy. Wtasnos¢ t¢ nazywa si¢ wlasnoscig Darboux.

Przedzialy liczbowe wygodnie jest przedstawia¢ w postaci graficznej na osi liczbowe;j.
Jezeli liczba wyznaczajaca granic¢ przedziatu nalezy do niego, oznaczamy ja pelnym znakiem
(na zamieszczonych przyktadach kotkiem), a przedziat taki nazywamy domknigtym.

Znakiem otwartym oznaczamy na osi liczb¢ bedaca granicg przedziatu otwartego.

Na przedziatach mozna wykonywac¢ dziatania: U sumy, m iloczynu, \ réznicy.

Przedziaty liczbowe ograniczone (niech a,b € R i a < b):

przedziat domkniety (a, b) = {x € R: a < x < b} . . >
przedziat otwarty (a,b) = {x € R: a < x < b} ——— 3B >
przedziat lewostronnie domkniety (a,b) = {x € R:a < x < b} ———— >
przedziat prawostronnie domknigty (a,b) = {x € R:a < x < b} ————% >

Przedziaty liczbowe nieograniczone (niech a € R):

przedziat otwarty (—,a) = {x € R: x < a} 5 >
przedziat otwarty (a,©) = {x € R: x > a} & >
przedzial prawostronnie domkniety (—oo,a) = {x € R: x < a} P Y =
przedziat lewostronnie domkniety (a,©) = {x € R: x > a} . >



Liczby pierwsze, liczby zlozone
Liczba pierwsza to liczba naturalna wigksza od 1, ktéra ma doktadnie dwa dzielniki:
liczbg 1 1 samag siebie.
Liczba naturalna m = 0 jest dzielnikiem liczby naturalnej n wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz %
jest liczbg naturalng. Zapis (m|n) czytamy: ,,m dzieli n”.
Liczba ztozona to kazda liczba naturalna wigeksza od 1, ktdra nie jest liczbg pierwsza.
Kazda liczb¢ zlozong mozna roztozy¢ na czynniki bedace liczbami pierwszymi.
Istnieje doktadnie jeden taki rozktad. Rozktad na czynniki pierwsze znajduje zastosowanie

przy wyznaczaniu najmniejszej wspolnej wielokrotnosci (oznaczanej skrétem NWW) oraz

najwiekszego wspolnego dzielnika (NWD).

Cechy podzielnosci liczb naturalnych:

jesli ostatnig cyfra liczby jest jedna z cyfr: 0, 2, 4, 6, 8, to liczba jest podzielna przez 2;
jesli suma cyfr liczby jest podzielna przez 3, to liczba jest podzielna przez 3;

jesli ostatnie dwie cyfry danej liczby tworzg liczbe podzielng przez 4, to dana liczba jest
podzielna przez 4;

jesli ostatnig cyfra liczby jest 0 albo 5, to liczba jest podzielna przez 5;
jesli suma cyfr liczby parzystej jest podzielna przez 3, to liczba jest podzielna przez 6;

jesli suma cyfr liczby jest podzielna przez 9, to liczba jest podzielna przez 9.

Jesli 2 dzieli liczbg catkowita n, to liczbe n nazywamy parzysta.
Dla kazdego catkowitego k, liczba 2k jest liczbg parzysta.

Zero jest liczba catkowita, parzysta.

Zbiér liczb parzystych {2k:k € Z} ={...,—6,—4,—2,0,2,4,6, ...} .
Dla kazdego catkowitego k, liczba 2k + 1 jest liczbg nieparzysta.

Zbior liczb nieparzystych {2k +1: k€ Z} ={...,-5,-3,—-1,1,3,5, ... } .



Dzialania matematyczne na liczbach wymiernych
Dodawanie lub odejmowanie liczb wymiernych zapisanych w postaci utamkoéw % i % :

gdzie a,b,c,d € Zoraz b # 0 i d # 0, wymaga sprowadzenia ich do wspdlnego mianownika,
CO najlatwiej mozna zrobi¢ mnozac kazda z nich przez mianownik drugiej liczby. Gdy obie

liczby maja juz taki sam mianownik, to dziatanie wykonuje si¢ na licznikach.

a+c_ad+bc_ad+bc
b d bd bd  bd
a c_ad bc_ad—bc
b d bd bd  bd

Mnozenie liczb wymiernych wykonujemy mnozac ich liczniki przez siebie, a mianowniki

przez siebie.
ac

a c
b d bd
Odwrotnoseia liczby a (dla a # 0) jest liczba .

Dzielenie przez liczb¢ wymierng jest rownowazne z mnozeniem przez jej odwrotnose.

Dlab#0,c#0,d#0:

= =

a d ad
b c

S| Q
Q| o

Kolejnos¢ wykonywania dzialan matematycznych, zastosowanie nawiasow
Mnozenie liczb catkowitych mozemy zapisa¢ jako ich wielokrotne dodawanie, tak jak
w przyktadzie pokazanym ponizej.
5:-6=6+6+6+6+6=230
Podobny, lecz trudniejszy przyktad, w ktorym wystepuje liczba ujemna —6 rozwigzujemy:
5:(=6) =(—6)+(—=6) + (—6) + (—6) + (—6) = =30
mozemy tez zapisa¢ —6 = (—1) - 6 i podobnie jak przyktadzie pierwszym dodawa¢ liczbe 6:
5-(—=6)=5-(-1)-6=(-1)-5-6=—(6+6+6+6+6) =—30
Mnozenie dwoch liczb ujemnych daje wynik dodatni, tak jak w nastepujacym przyktadzie:
(=5)-(—6) =30
ktory mozemy przedstawi¢ rowniez tak: (—5)-(—6) = (—=1)-5-(-1)-6=1-5-6 =30
gdzie wykorzystujemy przemienno$¢ mnozenia i iloczyn (—1) - (=1) = (-1)(-1) =1



Znak mnozenia czgsto jest pomijany w zapisie, gdy wystepuje on pomigdzy
nawiasami lub pomi¢dzy symbolami reprezentujagcymi liczby; znaku mnozenia nie mozemy
jednak pomija¢, gdy zapisujemy mnozenie liczb.

Gdy w jednym wyrazeniu spotykamy znak mnozenia (lub dzielenia) oraz dodawania

(lub odejmowania), to najpierw wykonujemy mnozenie (dzielenie). Ilustruje to przyktad:
3+45:6=3+(6+6+6+6+6)=3+30=33
Wykonujagc mnozenie a-(b+c) mozemy skorzystaé z rozdzielnosci dziatania

dwuargumentowego (mnozenia) wzgledem innego dzialania dwuargumentowego

(dodawania):
a-(b+c)=a-b+a-c

Podobnie zapiszemy rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem odejmowania:
a-(b—c)=a-b—a-c

Jezeli w nawiasie zapisano sume wigcej niz dwoch wyrazen, stosujemy te sama regule:

a-(b+c+d)=a'b+a-(c+d)=ab+a-c+a-d
Podobnie, wykorzystujac przemienno$¢ mnozenia, mozemy zapisac:

(btc+d)ra=b-a+(c+d)-a=b-a+c-a+d-a

Rozdzielnos$¢ dzielenia wzgledem dodawania (lub odejmowania) prosciej jest pokazaé
uzywajac zapisu utamkowego, niz z wykorzystaniem nawiasow (¢ # 0):

+b b
(@+b)+c=m=y"
c c c

Nalezy jednak pamigtaé, ze rozdzielno$¢ dodawania dotyczy licznika utamka!
Chcac obliczy¢ wyrazenie (w ktorym mianownik b + ¢ # 0)

a
b+c

. . . g . . , a . a .a a ac+ab
nie mozemy zapisa¢ go jako sumy ilorazéw Pl gdyz S to =0

Przedstawione podstawy postugiwania si¢ dziataniami matematycznymi pozwoli nam
teraz przej$¢ do zestawu prostych zadan, ktorych rozwigzanie utrwali wiedze. Zadania
maturalne o duzym stopniu skomplikowania sktadaja si¢ z wielu etapow, a w kazdym
kolejnym kroku wykonujemy podstawowe dzialania, ktére musza by¢ prawidtowo zapisane

(jest to oceniane!) i poprawnie rozwigzane.



