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Matematyka 5. Planimetria
poziom spokojny TEORIA

Trojkqt jest figurag wyznaczong przez trzy punkty nielezgce na jednej proste;.
Punkty te sg wierzchotkami trojkata, a odcinki je taczace sg bokami trojkata.

CA
c W trojkacie ABC mamy:
e wierzchotki: A, B, C;

e boki: AB, BC, CA;
AB
e katy: < CAB, < ABC, < BCA.

Suma miar katow wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.

B

Prosta L jest rownoleglta do boku AB.

Naprzemianlegte katy a i a’ sg rowne.

Naprzemianlegle katy 8 i B’ sa rowne.
a'+p +y=180°=a+ f+y

AB

W tréjkacie rownobocznym wszystkie boki
sg tej samej dtugosci oraz wszystkie katy sa réwne.

ramie ramie
W trojkacie rownoramiennym dwa boki

sg tej samej dtugosci, a katy przy podstawie sg rowne.

podstawa
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Trojkat ostrokqtny ma wszystkie katy ostre
(katy o mierze mniejszej od 90°).
Trojkat prostokgtny ma jeden kat prosty

(kat o mierze réwnej 90°).

Trojkat rozwartokqtny ma jeden kat rozwarty

\ (kat o mierze wigkszej od 90° i mniejszej od 180°).

Katem zewnetrznym trojkata nazywamy kat przylegly

kat zewnetrzny kat wewnetrzny

do kata wewnetrznego tego trojkata.

Trojkaty sa przystajqce,
jezeli ich odpowiednie boki sg réwne i ich odpowiednie katy sg rowne.

A

AABC=AAB'C

e Cecha BBB (bok-bok-bok). Jesli trzy boki jednego trojkata sg odpowiednio réwne trzem
bokom drugiego trojkata, to trojkaty te sg przystajace.

e Cecha BKB (bok-kat-bok). Jesli dwa boki i kat zawarty migdzy nimi w jednym trojkacie
sg odpowiednio rowne dwom bokom 1 katowi zawartemu miedzy nimi w drugim trdjkacie,
to trojkaty te sg przystajace.

e Cecha KBK (kat-bok-kat). Jesli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym trojkacie
sg odpowiednio réwne bokowi i dwom lezacym przy nim katom w drugim tréjkacie,

to trojkaty te sa przystajace.



Dwa trojkaty sg podobne,

jesli ich odpowiednie katy sa réwne, a odpowiednie boki sg proporcjonalne.

AABC~AA'B'C

BI
e Jesli trzy boki jednego trojkata sg odpowiednio proporcjonalne do trzech bokéw drugiego

trojkata, to trojkaty te sa podobne. Stosunek dlugosci odpowiednich bokéw trojkatow

podobnych nazywamy skalg podobierstwa G = % =§ = k).

e Jedli katy jednego trojkata sg rowne katom drugiego trojkata, to trojkaty te sa podobne
(wystarczy sprawdzi¢ rownos¢ dwoch par katow; suma miar katow w trojkacie to 180°).

o Jesli dwa boki jednego trojkata sa odpowiednio proporcjonalne do dwdch bokéw drugiego
trojkata i katy zawarte miedzy tymi bokami w obu trdjkatach sa odpowiednio réwne,

to trojkaty te sa podobne.

Twierdzenie Talesa. Jezeli ramiona kata przecigte zostalty dwiema prostymi rownoleglymi,
to dlugosci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata
sa proporcjonalne do dtugosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na

drugim ramieniu.

AB|  [BC|
[AD] ~ [DE]
|AB| _|AD|
[AC[ ~ TAE[
|AB| _[BD
[ACI ~ IcE[

trojkaty podobne: A ADB ~ A AEC

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne

do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu Kkata,

to te proste sg rownolegle. Na przyktad: % = % = BD| CE.



Nierownos¢ trojkqta. Z. odcinkdéw o dhugosciach a, b, ¢ mozna zbudowac trojkat tylko wtedy,

gdy a+ b > c, gdzie c jest dtugoscia najdtuzszego odcinka.
Twierdzenie Pitagorasa.
W trojkacie prostokgtnym suma kwadratow dlugosci przyprostokatnych jest rowna

kwadratowi dtugosci przeciwprostokatne;j.

a’? +b? =c?

2\

Jesli suma kwadratéw dlugosci dwoch bokoéw trojkata jest réwna kwadratowi dlugosci

trzeciego boku, to ten trojkat jest prostokatny.

Dhugos¢ przekatnej kwadratu o boku a wynosi av/2.
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata bedacego

potowa kwadratu.

22+ 22 = d2 a d=ay2 a
d? = 2a?
d=aV2

Wysokos¢ trojkata rownobocznego o boku a wynosi %g

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego

bedacego potowa trojkata rownobocznego.
2 a a
h? + (3) = a’

h2 = a2 — 152 =

=l

al2 al2



Srodkowa jest odcinkiem taczacym wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwlegtego boku

(srodkowa jest odcinek CD na rysunku ponizej).

™

D

W dowolnym trojkacie Srodkowe przecinajg si¢ w jednym punkcie, zwanym $rodkiem

cigzkosci trojkata. Punkt ten dzieli kazdg srodkowa w stosunku 2:1.

Symetralng boku jest prosta prostopadta do boku trojkata i przechodzaca przez jego srodek

(symetralng jest prosta L na rysunku powyze;j).

Dwusieczng kqta wewngetrznego trojkata jest potprosta o poczatku w wierzchotku tego kata,
dzielaca go na dwa katy przystajace (dwusieczng jest potprosta AD na rysunku ponizej).

c

al2

al2 —

Dwusieczna kata dzieli przeciwlegly bok trojkata na odcinki, ktérych stosunek dtugosci jest
rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich pozostatych bokow trojkata (np. proporcja dlugosci

[CD| _ |AC|

odcinkow na rysunku pokazanym powyzej: DBl — [AB] ).



Pola powierzchni figur.

Pole powierzchni trojkata jest rowne potowie iloczynu dlugosci boku 1 wysokosci

opuszczonej na ten bok.

a

Znajac dhugosci bokow trdjkata a, b, ¢, mozna obliczy¢ jego pole powierzchni wykorzystujac

a+b+c
P

wzér Herona: P =./p(p—a)(p—b)(p—c), gdzie p=

Czworokat majacy dwie pary bokow réwnoleglych nazywamy réwnolegltobokiem.
Przeciwlegle boki réwnolegtoboku sg rowne i rownolegte.

Przeciwlegle katy rownolegloboku sa réwne. Przekatne dzielg si¢ na potowy.

Suma katow wewnetrznych rownolegtoboku przy jednym boku jest rowna 180°.

Pole powierzchni réwnolegltoboku jest réwne iloczynowi dhlugosci boku 1 wysokosci

opuszczonej na ten bok.

\o

Rownoleglobok majgcy wszystkie boki rownej dtugosci nazywamy rombem.
Przekatne rombu przecinaja si¢ pod katem prostym.

Pole powierzchni rombu o przekatnych dhugosci di i d2 wyraza si¢ ponizszym wzorem.

a
P=-d,-d;=a-h




Czworokat majacy wszystkie katy proste, a przeciwlegte boki réwne i rownolegle nazywamy
prostokqtem. Przekatne prostokata sa rownej dlugosci, a punkt przecigcia dzieli je na polowy.
Prostokat majacy wszystkie boki rowne nazywamy kwadratem. Przekatne kwadratu sg do

siebie prostopadte. Pole powierzchni prostokata wyraza si¢ wzorem: P =a-b.

B, <

B ~

Czworokat majacy jedng par¢ bokéw réwnolegtych nazywamy trapezem.

Odcinek taczacy srodki ramion trapezu (d na rysunku ponizej) jest rownolegly do podstaw,

a jego dlugosc¢ jest rowna potowie sumy dtugosci podstaw (d = ?).

Suma katow przylegtych do ramienia jest rowna: ¢ + § = f + y = 180°.
Pole powierzchni trapezu o podstawach dlugosci a i b i wysokos$ci h wyraza si¢ wzorem:

a+b
P= h




Okregiem o $rodku w punkcie O i promieniu r nazywamy zbidr wszystkich punktow

plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu O wynosi r.

Dhugo$¢ okregu o promieniu r wyraza si¢ wzorem
L =2nr

Dhugo$¢ tuku okrggu o promieniu r Wyznaczonego
przez kgt srodkowy (jego wierzchotkiem jest srodek

okregu) o mierze a, wyraza si¢ ponizszym Wzorem.

L=-<2nr

360°
. . . . . A
Pole powierzchni kota o promieniu r wyraza si¢ wzorem
P =mnr?
Pole powierzchni wycinka kota wyznaczonego przez
kat AOB (0 mierze a) wyraza si¢ ponizszym Wzorem. B
P = ——mur?
360
@
A

Styczng do okrggu nazywamy prosta, ktora ma tylko
jeden punkt (punkt stycznosci) wspolny z okregiem.
Promien okregu poprowadzony do punktu stycznos$ci

jest prostopadty do styczne;.

|OP| =r

Sieczng okregu nazywamy prosta, ktéra ma z okregiem

dwa punkty wspdlne.

|OP| < r

}

Odcinek AB nazywamy cigciwg okregu.




Okrag i kolo w ukladzie wspolrzednych kartezjanskich.

Okrag o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych i o promieniu r jest zbiorem wszystkich
punktow ptaszczyzny (x,y), ktore spetniajg ponizsze rOwnanie.

x% 4 y2 =2

Okrag o $rodku w punkcie O = (xq,yo) i 0 promieniu r jest zbiorem wszystkich punktow
plaszczyzny (x, y), ktore spetniaja ponizsze rownanie.

(x—x0)* + (y —yo)* =7°

Okrag wpisany w tréjkat i okrag opisany na tréjkacie.

Dwusieczne katow wewngtrznych trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trdjkat. Okrag jest wpisany w trojkat, jesli jest styczny
do wszystkich bokow tego trojkata.

Symetralne bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okrggu

opisanego na tym trojkacie.




Kqt wpisany w okrag to kat wypukly, ktérego wierzchotek lezy na okregu, a ramionami

s potproste zawierajace cigciwy tego okregu.

e Katy wpisane w okrag oparte na tym samym tuku sg réwne.

e Kat wpisany w okrag oparty na polokregu (Srednicy) jest katem prostym.

Kqgt srodkowy w okregu to kat, ktorego wierzchotkiem jest $rodek okregu. Kat srodkowy

w okregu jest dwukrotnie wigkszy od kata wpisanego opartego na tym samym tuku.




